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Les graphes (2,2)-intervallaires sont les graphes d’intersection d’union de 2
intervalles ouverts de R, disjoints, chacun de longueur 2, et & bornes entiéres.
La complexité de la reconnaissance des graphes (2,2)-intervallaires est un pro-
bléme ouvert, on montre ici que le probléme se résoud en temps polynomial
sur les graphes bipartis.

Théoréme 1. Soit G un graphe biparti. G est un graphe (2,2)-intervallaire ssi il est de
degré maximum 4 et qu’il n’a pas de sous-graphe induit 4-régqulier.

Démonstration. = : soit G un graphe biparti. Alors il a une réalisation (2,2)-intervallaire
dans laquelle chaque 2-intervalle intersecte des 2-intervalles disjoints. Or chaque 2-intervalle
étant composé de deux intervalles de longueur 2, et une intersection entre deux 2-
intervalles ayant au moins longueur 1, il intersecte au plus quatre 2-intervalles disjoints.
Ainsi chaque sommet a degré inférieur ou égal a quatre.

Supposons maintenant par ’absurde que G a un sous-graphe induit 4-régulier G[V"].
Considérons parmi les sommets de V' celui dont le 2-intervalle 19 dans la réalisation de
G a son intervalle gauche le plus & gauche. Alors cet intervalle n’intersecte pas sur sa
gauche de 2-intervalle de V', donc 19 intersecte au plus trois 2-intervalles correspondant
aux sommets de V', Or il est adjacent de 4 sommets de V' : contradiction !

Ainsi tout graphe (2,2)-intervallaire biparti a degré maximum inférieur ou égal a 4 et
n’a pas de sous-graphe induit 4-régulier.

< : soit G un graphe biparti de degré maximum 4 et sans sous-graphe 4-régulier. On
construit ci-dessous une réalisation (2,2)-intervallaire de G, illustrée en figure 1.

On commence par effectuer une couverture des arétes de G par des chemins C;, par un
parcours visitant exactement une fois chaque aréte, de la facon suivante : tant qu’il reste
des arétes non visitées, construire un nouveau chemin C;. Pour ce faire : choisir comme
aréte courante une aréte (vq,vg) non visitée, initialiser C; a la liste [vy, vo] et tant que
'aréte courante (e, v) a une aréte adjacente (v, w) non encore visitée, ajouter le sommet
w a C; et définir (v, w) comme ’aréte courante.

On obtient donc ainsi pour les C; un ensemble de chemins passant chacun au plus une
fois par chaque aréte. Pour toute aréte (vy, vy) de G, il existe un unique chemin contenant
v1 et vy consécutifs & une unique position. Réciproquement pour tous sommets consécutifs
vy et vy dans un chemin C;, vy et vy sont adjacents dans G.

Chaque C; peut contenir plusieurs fois un méme sommet v. A chaque fois que v a été
ajouté a C; :

— soit v est le sommet initial de C; (et lorsqu’il a été ajouté a C;, une aréte incidente

a v a été visitée),
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— soit v est un sommet adjacent a deux arétes visitées consécutivement lors de la
construction de Cj,
— soit v est le sommet final de C; (et lorsqu’il a été ajouté a C;, une aréte incidente
a v a été visitée).
Or v est de degré 4, donc v apparait trois fois dans C; seulement s’il apparait en premiére,
en derniére position, et au milieu de C; (c’est a dire C; = [v...v...v]). Sinon il apparait
deux fois ou moins. Dans les cas ou C; est de la forme [v. .. v], on dit que C; est un circuit,
sinon on dit que c’est une chaine.
Considérons alors que tant qu’il existe deux chaines ayant une extrémité en commun,
on les fusionne de la fagon suivante :

— on fusionne [vy, Vo, ..., vx] avec [vg, V5, ..., v) | pour obtenir la chaine [vy, v, ..., v,
/ /
vy Ul
. / / : A
— on fusionne [vy, vq, ..., vg] avec [vy,vh, ..., v] | pour obtenir la chaine [vg, ..., v, vy,
/ !/
vy 0l
— on fusionne [vy,ve, ..., vg] avec [vf,vh, ..., v  v] pour obtenir la chaine [vy, vg, ...,
/ / /
Vg, Uy oo UG 0]

De méme, tant qu’il existe deux circuits avec un sommet en commun, on les fusionne
de la facon suivante :

— les circuits [vy, vg, ..., vk, v1] €t [vy, 05, ..., vl v1] sont fusionnés pour créer le circuit
/ /
[Ulu V2, . ooy Uk, V1, Uy o ooy Upys Ul}?
— les circuits [vy, ..., 0,1, U, Vg1, - - -, Uk, V1] €t (05,05, ... vl v;] sont fusionnés pour
4 : s / /
créer le circuit [vq, ..., 01,005, .. U Vi Vi, ey Uk, U1,
3 : !/ / / / / !/
= les circuits [v1, . . ., Vi1, Vi, Vig1, -+ -, U, V1] €8 [U], 05, o 0% 4,04,V -, 0y, 0] sONE
fusionnés pour créer le circuits [v, ..., Vi1, V5, V) g, oo U, V], Uy, U, Uiy Vg - -
Vg, V1)

De meéme, tant qu’il existe un circuit dont un des somimets appartient aussi & une
chaine, on fusionne le circuit a 'intérieur de la chaine :

= le circuit [vy, ..., v}, v, V), ..., v, v1] et la chaine [vy, ..., vi 1,05, v41, ..., vy sont
fusionnés pour créer la chaine [vy, ..., Vi1, Vi, Vsyy, ooy Uy, VY, - oo, U5 U5, Vgt - - -, Uk,

— le circuit [v;,vh,... v v;] et la chaine [vy,...,v;_1,v;,Vit1,...,vx] sont fusionnés
pour créer la chaine [vq, ..., v;_1,0;, V5, ... U Vi Vi, ..., Uk

Montrons qu’apreés ces opérations de fusion, chaque circuit contient au moins un som-
met n’apparaissant pas dans les autres chemins, et apparaissant dans ce circuit une seule
fois en position interne, ou bien seulement en premiére et derniére position. Supposons
par I’'absurde que ce n’est pas le cas, alors il existe un circuit C' ot tout sommet ne vérifie
pas les propriétés voulues. Soit V' les sommets de G apparaissant dans C. Considérons
un sommet v quelconque de V'. Si v apparait dans un autre chemin alors C' aurait di étre
fusionné avec ce chemin, que ce soit un circuit ou une chaine. Ainsi, v apparait seulement
dans C. Comme il ne vérifie pas les propriétés voulues, alors deux cas se présentent :

— soit v apparait en premiére et derniére position, ainsi qu’en position interne : alors

C =v,v1,...,01,0,Vi11, ...,V 0], et donc v voisin de vy, v;_1, V11, vk (qui sont
tous des sommets différents, sinon cela signifierait que le chemin C' est passé deux
fois par une méme aréte) donc v de degré 4 dans G[V'].

— soit v apparait deux fois en position interne, alors C' = [vy,...,0;_1,0,Vis1,. ..,

Vj_1,V,Vj41, . . ., Vg, alors v voisin de v;_1, v;41, Vj_1, et v;41 qui sont tous différents,
donc v est de degré 4 dans G[V"].



Ainsi, on montre que dans tous les cas tout sommet de V' est de degré 4 dans G[V"],
donc G[V'] est un sous graphe induit de G 4-régulier : contradiction! Ainsi tout circuit
contient bien un sommet qui n’apparait qu’une fois, ou seulement au début et a la fin, et
n’apparait dans aucun autre chemin.

On transforme alors tout circuit [vy,vg, ..., v;i_1,V;, Vit1, - .., Vk, ¥1] O0 un sommet v;
n’apparait qu’une seule fois, en [v;, V11, ..., Uk, U1, Va, ..., Vi1, 0]

Aprés ces transformations, le premier sommet de tout circuit n’apparait que deux
fois dans ce circuit (aussi en derniére position) et n’apparait dans aucun autre chemin.
D’autre part les sommets internes, et les sommets extrémes des chaines n’apparaissent
que deux fois au plus dans I'ensemble des chemins (sinon ils seraient de degré supérieur
a 4). Ainsi, tout sommet de G apparait au plus deux fois dans 'ensemble des chemins
obtenu.

Cet ensemble de chemins peut donc étre facilement transformé en réalisation (2, 2)-
intervallaire. En appelant m la taille maximale des chemins, a tout chemin C; = [vy, ..., vg]
(méme si v; = wvy), on associe I'ensemble des intervalles {[i(m + 2) + 1,i(m + 2) +
3, ...y [i(m +2) + k,i(m + 2) + k + 2]}, chaque intervalle étiqueté par un méme som-
met apparaissant au plus deux fois. Puis on ajoute des intervalles disjoints de tous les
autres pour "compléter les 2-intervalles" des sommets apparaissant moins de deux fois
dans I'ensemble des chemins. O]

Fic. 1 — Un graphe biparti (a) qu’on parcourt pour recouvrir toutes ses arétes par des
chemins Cy = [a,b,¢,d, e, f,g] (b), Co = [h,i,a,j, k] (c) et C3 = [n,o,e,p,q,b,1,m,n] (d).
C1 et (5 sont des chaines, et C3 un circuit, dont le sommet b apparait aussi dans Cf,
donc on fusionne C3 dans Cy pour obtenir [a,b,l,m,n,0,e,p,q,b,c,d, e, f,g] (e). Les deux
chemins finalement obtenus permettent de placer des chaines d’intervalles, qu’on compléte
avec des intervalles disjoints pour obtenir une (2,2)-réalisation du graphe (f).

Corollaire 1. Soit G = (V, E) un graphe biparti. On peut déterminer en temps linéaire
sl est (2,2)-intervallaire.



Démonstration. On commence par vérifier en temps linéaire que le graphe est de degré
maximum 4. Si ce n’est pas le cas, il n’est pas (2,2)-intervallaire.

Si c’est le cas, supposons qu’il ait un sous-graphe induit G[V'] 4-régulier. Alors tout
sommet de V' a quatre voisins dans V', et il est de degré maximal 4, donc n’a pas de
voisin dans G[V'\ V']. Ainsi G[V'] est une composante connexe 4-réguliére, ou une union
disjointe de composantes connexes 4-réguliéres.

Si 'on est assuré que G est de degré maximum 4, il reste donc a tester s’il a une
composante connexe 4-réguliére (faisable en temps linéaire) pour déterminer s'il est (2,2)-
intervallaire. O



